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Helligkeit in der linken unteren Ecke der Abb. 5.
Sie zeigen tatsiichlich die Tendenz zu kleineren
D-Werten, als ihrer absoluten Helligkeit nach zu
erwarten wire. Der Verlauf der Kurve ist ohne
Riicksicht auf sie gezogen. Das Maximum des
Balmer-Sprungs wird bei M = + 1”0 erreicht,
entsprechend dem Spektraltyp A 0.

Die absoluten Helligkeiten der Uberriesen sind
zu unsicher, um die Abhingigkeit der D-Werte
von ihnen betrachten zu kénnen. Vermutlich liegen
sie iiberwiegend auf einem Ast, der in der Abb.5
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parallel zu dem von links ansteigenden verlduft,
aber um etwa 2™ zu groBeren Helligkeiten ver-
schoben ist. Die Verhiltnisse in den Atmosphiren
weichen von denen der normalen Riesen und
Zwerge infolge des stark verringerten Druckes
erheblich ab. Der Anteil am Absorptionskoeffi-
zienten durch Streuung an freien Elektronen, dem
bei den Riesen und Zwergen keine Bedeutung zu-
kommt, fiihrt zu einer merklichen Verinderung
ihrer atmosphérischen Verhiltnisse gegeniiber
diesen.

Zur Theorie der Streuung langsamer Neutronen an freien Protonen

Von EricH HUCKEL

Aus der theoretischen Abteilung des Physikalischen Instituts der Universitit Marburg
(Z. Naturforschg. 3a, 134—142 [1948]; eingegangen am 8. Dezember 1947)

Zur Berechnung des Streuquerschnitts von Protonen gegeniiber langsamen Neu-
tronen wird der Ansatz eines spinabhiingigen Potentials der Form — A-exp (— r/a)
zugrunde gelegt. Mit den Werten a = 2,18-10—13 cm, A7 — 32,1 MeV fiir die 3S-Kraft
und A 5=10,2MeV fiir die 1S-Kraft, welcher Wert einem virtuellen 1S-Zustand ent-
spricht, erhidlt man gute Ubereinstimmung mit den neuen experimentellen Werten fiir
den Streuquerschnitt im Energiebereich 0,035 bis etwa 2 MeV. Das Ergebnis spricht
gegen die Existenz eines reellen 1S-Zustandes, wenn auch hieraus allein nicht ein-
deutig zwischen den beiden Méglichkeiten: virtueller oder reeller 1S-Zustand, entschie-
den werden kann. Als Grenzwert des Streuquerschnitts fiir verschwindende Neutronen-
energie erhélt man etwa 20,6-10—24 cm2. Es wird ferner die Rechnung fiir einen ,,rechtecki-
gen Potentialtopf” durchgefiihrt und nachgewiesen, daB die hierfiir allgemein in der
Literatur zu findende Formel unrichtig ist. Die richtige Formel wird angegeben. Man
erhélt einen virtuellen 1S-Zustand mit einer Energie von der Griéfenordnung 1,5 MeV
im Gegensatz zu den bisher angegebenen Werten, die zwischen etwa 60 und 120 KeV
liegen sollten. Bei richtiger Rechnung ergibt sich hier, wenn der 18-Zustand virtuell ist,

ein Verhiltnis der 3S- zur 1S-Kraft etwa wie 3: 2.

Die Streuung von Neutronen an Protonen ist
schon friih theoretisch behandelt worden—?,
doch sind exakte Messungen des Streuquerschnitts
fiir Neutronen wohldefinierter Energie, die einen
genauen Vergleich mit den theoretischen Ergeb-
nissen ermoglichen, erst in jiingster Zeit von
amerikanischen Autoren vorgenommen worden.

Es sind dies Messungen von Bailey und
Mitarbb.” iiber die Streuung monochromatischer
Neutronen an Graphit und Cyclohexan im Ener-

tE. Wigner, Z Physik 83, 253 [1933].

2 H. A. Bethe u. R. Peiers, Proc. Roy. Soc.
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4 H. A. Bethe u. R. F. Bacher,
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®H.Dolch, Z. Physik 100, 401 [1936].
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giebereich von 0,35 bis 6 MeV, von Frisch®
mit Neutronen aus 7Li (p,n) zwischen 0,035 und.
0,49 MeV sowie von Coon und Barschall®
mit Neutronen von 2,5 MeV.

Diese Messungen lassen es moglich erscheinen,
genauere Aussagen iiber die zwischen Proton
und Neutron wirkenden Krifte zu gewinnen.

In dem betrachteten Energiebereich ist einer-
seits die Energie der Neutronen grob gegen die
chemische Bindungsenergie der Protonen, so daf}

¢ C. Kittel u. G. Breit, Physic. Rev. 56, 744
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- diese als frei betrachtet werden konnen, anderer-
seits ist sie klein genug, um eine Beschrinkung
der Rechnung auf zentrale St68e (I = 0) zuzulas-
sen. Dementsprechend gehen hier nur die Kriafte
fiir die S-Zustinde in den Streuquerschnitt ein.
Wir beschreiben diese bei parallelen Spins (Tri-
plett) durch ein Potential

N —r/a
Vpy(r)=—4,e (D
und bei antiparallelen Spins (Singlett) durch

Vo(r)=—Age” ", (La)
wobei wir in beiden Fillen dieselbe ,,Wirkungs-
weite” ¢ annehmen.

Dieser Potentialansatz erscheint zweckmibig,
da sein asymptotisches Verhalten bei grofien r
dem von der Mesontheorie geforderten Ver-
halten nahekommt, andererseits bei r» =0 im
Gegensatz zu dieser Theorie hier keine willkiir-
liche Abschneidevorschrift zur Behebung von
Singularititen erforderlich ist. Hinzu kommt der
formale Vorteil, daB sich die Wellengleichung fiir
S-Zustinde in geschlossener Form integrieren
1a0t.

Fiir die Wahl der Konstanten 4 und a gehen
wir in der iiblichen Weise so vor, dafl wir a
innerhalb der verniinftigen Grenzen willkiirlich
festlegen, und zwar wihlen wir aus Griinden, die
spiter ersichtlich werden, ¢ = 2,18-10—13 cm. Die
Konstante A, mufl dann so bestimmt werden, da8
die Bindungsenergie des Deuterons den empirisch
bekannten!® Wert ¢ = 2,19 MeV annimmt, wih-
rend die Festlegung von A aus den hier zu dis-
kutierenden Streuversuchen geschieht.

1. Der Grundzustand des Deuterons

Da die Wellenfunktion ¢ fiir S-Zustdnde nur
vom Abstand r der beiden Nukleonen abhéngt,
setzen wir zweckméafig

v0) =, 720) @)

und erhalten fiir y (r) die Differentialgleichung:

d? M P
(et A =0, ®)

in welcher M/2 die reduzierte Masse, also M die

0 G. Stetter u. W. Jentschke, Z. Physik
110, 214 [1938].
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mittlere Masse eines Nukleons bedeutet. Die Sub-

stitution
—r/2a

(3a)

f=e
fithrt die Diffgl. fiir x (r) iiber in eine solche fiir

p@O=9E )= 10): (3b)

d’¢ 1 de 2 7
A= @
Hierbei ist gesetzt:
4 M 4M
=3 a*d,=c%; Ta?e:g?. (4a,b)

Das dem Grundgebiet 0 = r = oo entsprechende
Grundgebiet von & ist 1 ZE£=0.

Die allgemeine, fiir £ =0 (r — oco) verschwin-
dende Liésung von (4) lautet:

p=0CJ,(c§ (¢>0).

Soll ¢ fiir r = 0 endlich bleiben, so mul ¢ bei
€ =1 verschwinden:

J[I(C):O,

d.h. ¢ mubB eine Nullstelle der Bessel-Funktion
vom Index ¢ sein. Bezeichnen wir die i-te Null-
stelle von Jq mit c(q"), so mubB erstens ¢ grofer als
¢N=2,405 sein, da dies die kleinste aller Null-
stellen fiir ¢ = 0 ist. Es muB aber auch kleiner als
¢ =552 sein, da sonst stets ein weiteres g so
angegeben werden kann, dal zwei Nullstellen
¢ > c¢{ existieren, d.h. daB es auBler dem Grund-
zustand des Deuterons noch einen stabilen ange-
regten Triplettzustand géibe, was der Erfahrung
widerspricht. Es mufl daher

2,405 = D ce<ed = 5,62

sein und entsprechend

0<g<23.

Die Wahl von a = 2,18-10—13 ecm wurde nun
(willkiirlich) aus Griinden der Einfachheit ge-
troffen; denn fiir diesen Wert wird bei der Bin-
dungsenergie ¢ = 2,19 MeV gerade q = 1. Dann
wird die Bedingung J, (¢) = 0 durch

o) = 3,8317
11 H S. W.Massey u. C. B.O. Moore, Proc.

Roy. Soc. [London] Ser. A 141, 452 [1933]; oder H.
Dolchs,

(4¢)
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gelost, womit sich nach (4a,b) mit ¢ =1

2

A, =5 —321MeV

T (12

(4d)
ergibt.

Es 14t sich iibrigens leicht zeigen, daf bei der
so bestimmten Potentialkonstanten ein stabiler
angeregter Zustand mit geraden ! = 0 nicht exi-
stieren kann, da das abstolende Zentrifugal-
potential 721 (I + 1)/ M r2 bereits fiir [ = 1 iiberall
das anziehende Potential — A,e—"e {iberwiegen
wiirde und die 1S-Kraft sicher kleiner als die 3S-
Kraft ist. Fiir Zustinde mit ungeradem [ folgt
ferner aus den Untersuchungen von Volz?® iiber
die Sittigung der schweren und von Fliigge®
iiber den Aufbau der leichten Kerne, daB hier ver-
mutlich die Kernkraft schon ohne Zentrifugalglied
abstofiend ist.

2. Methode zur Berechnung des
Streuquerschnitts

Die Wellenzahl k der einfallenden Neutronen-
welle im Schwerpunktsystem ist gegeben durch

1 ]/JIET
Ch=g Ve

wo E die kinetische Energie des Neutrons' im
Koordinatensystem des Beobachters (ruhendes
Proton) ist. Milt man E in MeV, so berechnet
sich die Wellenlédnge aus:

ij2a=91-10""/VEem),

so dabl /272X q fiir E = 16 MeV wird. Da die
darzustellenden Beobachtungen sich grofenteils
auf den Bereich E ~ <2 MeV erstrecken, so kén-
nen wir also die Schliisse ziehen und die Metho-
den anwenden, die fiir grofie A/2= iiblich sind.

Wir benutzen daher die Methode der Entwick-
lung nach Kugelfunktionen®, d. h. nach wachsen-
den Drehimpulsen [, die um so besser konvergiert,
je grofer /2= im Vergleich zu a ist. Wir diirfen
dabei erwarten — und eine Abschitzung zeigt die
Richtigkeit dieser Vermutung —, dafl nur die zen-

2 H. Volz, Z. Physik 105, 537 [1937].

13 S. Fligge, Z. Physik 105, 522 [1937].

14 Siehe z.B. Mott u. Massey, Theory of ato-
mic collisions, University Press, Oxford 1933, S. 24;
oder Hb. Physik, 2. Aufl.,, Bd. 24, 1, S.710, J. Springer,
Berlin 1933; oder S. Fliigge u. H. Marschall,
Rechenmethoden der Quantentheorie, S.105, J.Sprin-
ger, Berlin 1947.

» E. Wigner, s. Bethe u. Bacher?, S. 117
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tralen Stofe merklich zum Streuquerschnitt bei-
tragen, so daBl die Streuverteilung im Schwer-
punktsystem kugelsymmetrisch ausfillt, was gut
zu der Beobachtung von Coon und Barschall®
palit, dafl die Abweichung von der Kugelsym-
metrie bei £ = 2,5 MeV maximal 10% betrigt.
Unter diesen Voraussetzungen geniigt die Be-
stimmung der Lisung g, der Differentialgleichung

a*y, M (E )

g T (g —V)n=0. ()
Sie mufl der Randbedingung y, = 0 fiir r = 0 ge-
niigen und verhilt sich asymptotisch wie

Lo = —sin (kr41,). (5a)
Dabei sind fiir den 3S- und 1S-Zustand fiir V(r)
die beiden verschiedenen Funktionen (1) bzw. (1a)
einzusetzen, und die Konstante Ag fiir den 1S-
Zustand ist dann nach dem Vorgehen von Wig -
ner® so zu bestimmen, dal der relativ grofle
Streuquerschnitt bei kleinen Neutronenenergien
erklart wird.

Demgemif ist die Rechnung fiir beide Spinrich-
tungen getrennt durchzufiihren und es sind die
erhaltenen Streuquerschnitte entsprechend den
statistischen Gewichten aus*

T 47 .,
0,= 2 51112(7}0)1, und GS:—kTSlnu(no)s (6)

zu dem resultierenden Querschnitt

3 1

G:ZGT+ *4— GS (Ga)

zusammenzusetzen.

3. Berechnung des Streuquerschnittes

Wir bestimmen zun#chst die Phase M, aus der
Differentialgleichung (5), die wir durch die Sub-
stitution (3a) in eine solche fiir ¢ (&) = x,(r)
iiberfiihren. Dabei gelte wieder (4a) mit A, oder
Ag; statt (4b) setzen wir jetzt, entsprechend dem
positiven Energiewert:

7 2
: A;[‘za_ ’5’ =— ()= @2ka)* (Q=2kareell).
(7)
Damit lautet die Diffgl. fiir P,
g, 1 do (iQ)
d§+§7§+k—~gﬁ%=u(&
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Thre allgemeine Liosung, in reeller Form ge-
schrieben, ist:

@0 *C”’)J (cg)_

‘o N SN (35
wobei J_,,=J7 ;4

Die Phase 3 bestimmt sich aus der Bedingung,
daB ¥ (r) fiir r = 0 endlich bleiben, y, (r) =%, (&)
also fiir £ = 1 verschwinden muf, d. h. aus ¢ (¢)
=0, zu:

d=argJ,,,(). 9)

Das gesuchte asymptotische Verhalten von y, fiir
r — oo, vgl. (5a), ist durch dasjenige von ¢ (&)
fiir € — 0 bestimmt. Es geniigt daher das erste
Glied der Potenzreihenentwicklung der DBessel-
Funktion bei & = 0?¢:

G
tio=7\2)  TQ£iQ
eFis

_ eii@lnc§/2 Lo

b
hierbei ist

Ira+iQ=Ge*"’, dh pg=argl(1+iQ)
(9a)
gesetzt.
Hiermit ergibt sich das asymptotische Verhalten
fiir € = 0 bzw. r — oo:

o C
‘po(g)z-’ G

sin ( Q In’s + B+ 6)
oder nach (3a) und (7)

ZO(T)::—»% sin(lcr—ané_Hg_*_a).

(10)
Also ist nach (5a) .
My=—QIno +B+9, (10a)
und es wird:
T c .
6= 2(——an—2—+§+6), (11)

wobei 8 und 8 durch (9a) und (9) gegeben sind.
Fiir 8 gilt die fiir @ <1 konvergente Entwick-
lung’

16 Sjehe z.B. Courant-Hilbert, Methoden der
mathematischen Physik I, 2. Aufl., S. 430, J. Springer,
Berlin 1931.

17 Jahnke-Emde,
1933, S. 87.

Funktionentafeln, 2. Aufl.
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p=arg I(14iQ)=—0lny+ 3 (¢ —artg 2}
— QI+ () QY3 —E(B) @[5+ LM O T—...,
(11a)

I eleD

wo Iny = 0,57722 die Eulersche Konstante und ¢
die Riemannsche {-Funktion ist: [{(3) =1,202;
{(5) =1,0369 usw.].

Es bleibt noch 8 = argJ,, (¢) in Abhiingigkeit
von ¢ (d.h. A) und @ zu bestimmen. Hierzu gehen
wir folgendermafien vor: Wir entwickeln J;t (¢)
fiir festes ¢ von der Stelle A =0 aus in eine
Taylorsche Reihe nach dem Index X, der zunéchst
beliebige (komplexe) Werte haben kann. Diese
Entwicklung ist moglich, da die Bessel-Funktion '
mit Ausnahme der Stelle ¢ = 0 samt ihren Ablei-
tungen eine analytische Funktion ihres Index ist.
Also:

o 1 I ..
J =3 w—t— i
n=0 M. (7/. 11=0

Wir nehmen nun die Ableitungen lings der
reellen Achse; nennen wir p den reellen Index, so

gilt
(7)1 J). (C)

9 ).ﬂ

PO

).:0

und wir konnen fiir den rein imaginéren Index
2= i@ also schreiben:

1 2’ J, (0 |
J 0@ =1, () — 57 —5— Q*
( { () (7])2 lp::()
+_LM§ Q4_ |
4' (7171 ‘p:‘) . J'
AT (0) SAIACE
O] g L2
p P:O * ]) p=0
5J
1 97,0 | @), (12
Bl Ip \p:O
oder abkiirzend:
J,o(0)= B+ iR,. (12a)
Dann wird:
£ R,
sin 0 = , csd=——;
V B+ B VR R

(12 b)

R .R, sind konvergente Potenzreihen in @ =2ka,
deren Koeffizienten vom Argument ¢ abhingen.
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Die erste Ableitung lid8t sich durch die Neu-
mannsche Funktion N, ausdriicken *:

M, (c) T
‘(7]) p:0_7§“‘\0 (C)v

(13)

die hoheren Ableitungen lassen sich nicht auf ein-
fache Funktionen zuriickfiihren. Da die zur Ver-
fligung stehenden tabulierten Bessel-Funktionen
in ihrer Genauigkeit zur Berechnung der hoheren
Ableitungen nicht ausreichen, gehen wir zur Be-
rechnung von 3 nun folgendermafien vor: wir er-
setzen in (12), (12a) und (12b) die beiden un-
endlichen Potenzreihen R, und R, durch zwei
- endliche Polynome:

PI:JO(C)_b2(1)2+b4Q47

w .14
Py = Ny (©@—b, 0° + b, 0%,
und bestimmen die 4 (von ¢ abhingigen) Koeffi-

zienten b,...b, aus den Werten von J, (¢) fiir
4 (reelle) Werte von p gemil:

U L.
T =Ty ©) + 5 No(€) 1, + by, P} + by p;
+ b, 0 + b (i=1,2,34),

und zwar wurden benutzt: p;=—1, — s, +1s,
+1.

Es zeigt sich, daf fiir den in Frage kommenden
Wertbereich von @ der Einflufl des letzten Gliedes
b, auf 3 schon sehr geringfiigig ist. In dem Be-
reich von @, wo sein Einflu noch recht klein
ist, beginnt iibrigens die Reihe (11a) fiir 8 be-
reits schlecht zu konvergieren (etwa bei Q — 0,6

bis 0,7). Es entspricht dies auch ungefdhr dem’

Energiebereich, in dem die P-Streuung nicht mehr
ganz wird vernachlissigt werden kénnen.

Fiir den Grenzwert von ¢ bei verschwindender
Neutronenenergie ergibt sich insbesondere:

limo =4 7a? [:v No(e) _ 2 In 70]2- (15)
Q—0 Jo () 2

Es wurden nun zunichst 8, 3 und 6, in der an-
gegebenen Weise fiir den 3S-Zustand mit ¢=3,8317

8 Vgl. Anm. 17, S. 196 u. 198.

V., W. Cohen, H.  H Goldsmith uw J.
Schwinger, Physic. Rev. 55, 106 [1939].

* L. Simons, Physic. Rev. 55, 792 [1939], gibt
allerdings den Wert 14,8-10—24 em2 an. Doch ist die-
ser auf den ilteren Wert 3,3 fiir Sauerstoff bezogen
(J.R. Dunning, G. B. Pegram, G. A. Fink

E. HUCKEL

berechnet. Es ergab sich das bekannte Resultat,
daB der so erhaltene Streuquerschnitt o, ins-
besondere fiir kleine Energien viel kleiner als der
beobachtete ausfillt. Sein Grenzwert wird nach
(15):

limo, = 4,85. 10~ > em?.
Q—>0

(15a)

Der weitere Verlauf von %GT ist in Tab.1 in

Spalte 3 eingetragen.

Der beobachtete Grenzwert lim o liegt, wie man
Q—0
den eingangs genannten Messungen entnimmt, und

wie auch aus fritheren Messungen von Cohen ,
Goldsmith und Schwinger® sowie von
Simons* hervorgeht, in der Gegend von
20-10—2¢ cm2. Mit diesem Werte ergibt sich fiir
den Grenzwert von og nach (6a) und (15a) etwa:

lim 6, = 65-10~* cm?.
Q—0

Hieraus ldft sich nun nach (15) zuniichst ange-
nihert dasjenige ¢ abschitzen, fiir welches ag
diesen Grenzwert annimmt. Aus der Gleichung

N© gy ﬁ]?

Jo (9 SR
=47d" F¥c) = 6510 ** cm®

lim 0§:4:va2[:v
Q—>0 :

ergeben sich mit ¢ = 2,18-10—13 ¢m fiir die in der
eckigen Klammer stehende, mit F(¢) bezeichnete
Funktion die beiden Werte

Fey=+10,5. (15¢)
Die Funktion F (¢) hat den Verlauf einer ,, Reso-
nanzkurve®. Die Resonanzstelle liegt béi ¢'V=2,405.
Sie trennt die reellen Zustinde mit ¢ > 2405 von
den virtuellen mit ¢ <2,405. Die (graphisch zu
ermittelnde) Lésung von (15¢), c,=215, ge-
horig zu F(c) = + 10,5, entspricht einem virtuel-
len 1S-Zustand, die Losung ¢, =2,75, gehorig zu
F(c) = —10,5, entspricht einem reellen 1S-Zu-
stand, der den Grenzwert (15b) fiir o liefert.
Die mit c,= 2,15 errechneten Werte von ¢
waren fiir kleine Energien noch um etwa /> bis
1-10—2% ecm? kleiner als die beobachteten. Es

u. D. P. Mitchell, Physic. Rev. 48, 265 [1935]).
Legt man den Wert 4,2 von Goldhaber u. Briggs
fiir Sauerstoff zugrunde, so ergibt sich 189 statt 14,8,
also ebenfalls ein nahe an 20 gelegener Wert (M.
Goldhaber u. G. H. Briggs, Proc. Roy. Soc.
[London] Ser. A 162, 140 [1937]).
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\ 1
| = Oy o — Og ]
Q=2ka E in MeV ‘ —0Op . 4 fir reellen | 4 fiir virtuellen
; 4 fiir reellen 1S.Zustand | fur virtuellen 15.Zustand
‘ 1§-Zustand | 18-Zustand
0 0 3,65 16,94 20,59 16,96 20,61
0,02 0,0017 3,65 nicht berechnet | nicht berechnet 16,56 20,21
0,05 0,011 3,64 16,19 19,83 15,21 18,85
0,10 0,044 3.62 13,90 17,52 12,00 15,62
0,15 0,098 3,58 11,38 14,96 8,90 12,48
0,20 0,175 3,54 9.04 12,58 6.45 9.99
0,30 0,393 3,41 5,73 9,14 3,53 6,94
0,40 0,70 3,15 3,58 673 2.09 5,24
0,50 1,09 2.84 239 , 5,23 1.33 417
0,60 1,57 2,51 1,64 . 4,15 0,90 341

Tab. 1. Berechnete Wirkungsquerschnitte in Einheiten 10—24 em?2.

wurde deshalb ein etwas hoherer Grenzwert:

lim 6 = 20,6 - 10~ ** ¢m?

Q—0

(16)

angenommen, der

limo = 67,8-10 *cm®

Q—0
entspricht, und mit diesem Wert wurde die Rech-
nung sowohl unter Annahme eines virtuellen als
auch eines reellen Zustandes nochmals durchge-
fiihrt. Es ergab sich

F(c) = -+ 10,66 ;

" daraus bestimmt sich

c,=2,163 bzw. ¢,=2740. (17)

oy . 1 .
Die hiermit erhaltenen Werte von i ogund o sind

in den Spalten 4 bis 7 der Tab.1 eingetragen, und

B
\,
Fon N
\I§ \\
5 75 A g
S N
) \\\
i N\,
w u‘\\
\\
5 ~ 1=
ey | T3 o |, .
$§ S8saasesy 8 § §/ s 4
VR S S R /A R ]
02k —=

Abb. 1. Streuquerschnitt fiir exponentiellen Potential-

ansatz. Ausgezogene Kurve fiir virtuellen, gestrichelte

fiir reellen 1S-Zustand. (Die Kurven beginnen bei
@ = 0 mit horizontaler Tangente.)

6 (Q) ist in der Abb. 1 als ausgezogene Kurve fiir
den virtuellen und als gestrichelte fiir den reellen
18-Zustand eingezeichnet. Die eingetragenen Mel-
punkte sind den eingangs genannten Arbeiten der
amerikanischen Autoren?® entnommen.

Die Ubereinstimmung ist fiir den virtuellen Zu-
stand eine recht gute. Der Grenzwert liegt viel-
leicht noch etwas hoher als angenommen. Es er-
scheint allerdings nicht ausgeschlossen, dafl durch
eine andere (kleinere) Wahl des Grenzwertes die
Kurve fiir den reellen Zustand an Stelle derjenigen
fiir den virtuellen mit den MeBpunkten ebenso gut
zur Deckung gebracht werden kann, so dal sich
aus dem Verlauf des Streuquerschnitts allein nicht
vollig eindeutig zwischen beiden Moglichkeiten
entscheiden 1iBt. Doch hat man bekanntlich* aus
der Theorie des Einfangprozesses langsamer
Neutronen durch Protonen auf die Existenz des
virtuellen Zustandes geschlossen. Diese Theorie
wird allerdings einer Nachpriifung bediirfen, da
ihrer bisherigen Durchfiihrung eine, wie wir im
nichsten Abschnitt sehen werden, unrichtige For-
mel fiir den virtuelien 1S-Zustand und damit auch
ein unrichtiger, und zwar viel zu kleiner Wert fiir
dessen Energie zugrunde gelegt wurde. Doch ist
zu vermuten, dal der qualitative Schluf}, der 1S-
Zustand sei virtuell, zu Recht bestehen bleibt.

Aus den Werten (17) fiir ¢, bzw. ¢, berechnet
sich nach (4a):

= 10,2 MeV, (18)
wenn der 1S-Zustand virtuell ist, wihrend sich
A= 16,4 MeV (18a)

2t Bethe u. Bacher? S.126. Dort weitere Lite-
ratur.
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tiir den reellen 1S-Zustand ergeben wiirde. Im
ersten Falle ist also das Verhiltnis

A, A4,=32,1:102=3:1 (18b)

und nicht 2:1, wie bisher meist angenommen
wurde. Dieses letztere Verhiltnis wiirde angenii-
hert fiir den reellen1S-Zustand gelten. MitA4 (=164
wiirde sich nach (4b) als seine Bindungsenergie
108 KeV ergeben, ein Wert, wie er bisher auf
Grund der erwéhnten unrichtigen Formel fiir den
virtuellen Zustand etwa angenommen wurde (vgl.
z.B. Anm. 6 u. 22).

Ein bestimmter Wert fiir die Energie des vir-
tuellen Zustandes kann bei exponenticllem Po-
tentialverlauf nicht gut angegeben werden.

4 Aufstellung und Diskussion einer
neuen Formel bei rechteckigem
Potentialverlauf

Das von den Angaben in der Literatur abwei-
chende Verhiltnis Ag:Ap = 3:1, das wir hier
fiir den exponentiellen Potentialverlauf bei vir-
tuellem 1S-Zustand erhalten haben, erschien auf-
fillig. Es mulite insbesondere auch bedeuten, daf}
der virtuelle Zustand wesentlich héher liege, als
bisher angenommen wurde. Die Angaben in der
Literatur®®2 fiir seine Energie schwanken zwi-
schen etwa 60 und 120 KeV. Da diese Werte auf
der von Bethe angegebenen Formel beruhen, die
fiir die Berechnung beim virtuellen Zustand recht-
eckigen Potentialverlauf zugrunde legte, so schien
ein Vergleich der mit diesem Potential sich er-
gebenden Resultate mit den Ergebnissen der im
Vorangehenden wiedergegebenen Berechnungen
fiir expotentiellen Potentialverlauf angezeigt.

Dabei stellte sich heraus, daB die bisher in der
Literatur fiir den virtuellen Zustand benutzte
Formel fiir den Streuquerschnitt unrichtig ist,
und daB auch diejenige fiir reelle Zustiinde einer
kleineren Korrektur bedarf. Es erscheint daher
notwendig, die Rechnungen fiir rechtecklgen Po-
tentialverlauf hier mitzuteilen.

Das Potential sei jetzt also gegeben durch:

—(4,) fiirr<a
V.(r) = 7)o S
2 (1) { 0 B e i fir °S,
bzw.
— (4, firr=a
V, » :I S0 . 1‘v'
s () l 0 fiir r~a fiir °S
*J. Schwinger u. E. Teller, Physic. Rev.

52, 286 [1937].
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An Stelle der Energieskala E fiihren wir die K2-
Skala ein gemil .
K :‘i E: (;f = 2,405-10% em ~? (MeV) 1)
(3
(19)
Die Bezeichnungen fiir die Tiefe des Potentials,
Lage des reellen bzw. virtuellen Niveaus und die
Energie der Streuwelle sind aus den Abb.2 und 3
zu ersehen. (Bei der Beziehung zwischen Wellen-
zahl k der Streuwelle und der Neutronenenergie
ist in (19) rechts der Faktor /> hinzuzufiigen,

Welle

reelles
Nivesu

g

Welte

|
!

/e — i 7
virfuelles i i 2
Niveau i AN

P
| 2 K
I 2 K

i L

| I | ]

i | | .

I Y ___ X L]

Abb. 3. Bezeichnungsschliissel bei virtuellem Niveau.

wenn E die Energie des Neutrons im Ruhsystem
bedeuten soll.)

Wir fithren die Rechnung zuerst allgemein fiir
reelles Niveau durch, wobei es gleichgiiltig ist, ob
es sich um den Triplett- oder den Singlettfall
handelt.

Unter Einfithrung von y (r) = ¢ (r)/r lautet
die Losung fiir den stabilen Zustand

x(r)=DB,sin K'r
2 0)= By 0

fir » = a;
fiir r>a.

d,
Die Stetigkeitsforderung fiir x und -(7% an der Stelle

r = qa liefert:
B, sinK'a=B B, K" cos K'a = —=x B,
d. h. die Eigenwertsbedingung:

29

tgK'a 1
Ko~ za (20)
* Vgl. auch S. Fliigge u. E.Hiickel, Physic.

Rev. 73, 520 [1948].
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lautet die Losung der \Vellenglelchung.
72@)=0C sinKr
C, sin (kr + n,)

firr<a;
~ ' (20a)

7 () = firr>a.

Die Stetigkeitsbedingungen fiir » = a ergeben:
C sinKa=C,sin(ka +n,);
C,KcosKa=Cykcos(ka+ 1n,).

Hieraus ergibt sich die gesuchte Phase =, durch
Auflésung der Gleichung

1 tgKa 1
P Ka — g BEatm)

21

nach 7,. Sie erfolgt nach S. Fliigge in folgen-
‘der Weise: Man wendet das Additionstheorem fiir
den tg an, 16st alsdann die Gl. (21) nach tgy, auf
und driickt das fiir ¢ benétigte sin?v, durch den
so erhaltenen Ausdruck fiir tg2=, aus. Mit der in
(21) eingefiihrten Abkiirzung P erh&lt man so
durch eine elementare Rechnung fiir ¢ den streng

giiltigen Ausdruck:
. tgka\?
. 4mwa*|(1—P-°2—
_ 4msin®y, ka g
B (Pt Gy (Lt tgika) - D

Unter der Voraussetzung, daf

#*< K%, k*<K'?, (22a)
entwickelt man nun Ka in P von der Stelle des
Eigenwertes K'2 aus. Da K2=K'2+x2 + k2 (siehe

Abb. 2), so erhilt man

1 +k2
—_ 4
K_K+2 — T
und
2
tha_tg(K’a-}— L x}{{—,k a—{—...)
, 1 1 #*4 k2
=tgKla— s Ke2 K T
also
_ Ka
T tgKa
. 1 x4 k2
B Ka+§—1(,—a+...
2 2 £
‘r,gK’a—l ! x Atk a+t....

2 sin?K'a K

FREIEN PROTONEN 141

Unter Benutzung der Eigenwertsbedingung (20)
und Vernachlissigung des Gliedes mit 1/sin? im
Nenner, die wegen tg K'a > K’a (also K'a nahe
an =/2) erlaubt ist, ergibt dies:

1 »24+ &2

P_—ua(l—{— R

o)

In (22) eingesetzt ergibt dies unter Vernachlis-
sigung von tg2k a im Nenner und mittgka/ka =1
im Zé&hler:

4a(l+xna)® _ 4n(1+2%a)

O"‘Z % +L2 = / _*_kz ° (23)

Fiihrt man an Stelle von x, k die entsprechenden
Energien ein, so lautet die Formel fiir den reellen

Zustand:
+2 Vﬂ E, -a

=day M E,+E2

(23a)

sie unterscheidet sich von der B e t h e schen durch
den Faktor 2 vor der Wurzel. Dieses Glied ist
tibrigens fiir den 3S-Zustand keineswegs so sehr
klein. Mit E, = 2,19 MeV und a = 2,18-10—2% cm
ergibt sich namhch gerade

ME a=0,5,

so daB der Unterschied zwischen der Formel
(23a) und der Betheschen fiir ¢, 25% ausmacht.
Von wesentlicherer Bedeutung ist aber, wie er-
wihnt, das von Bethe abweichende Ergebnis,
das man fiir einen virtuellen Zustand er-
hilt. An Stelle der Eigenwertsbedingung (20)
tritt hier die Definition des virtuellen Zustandes,
die im Falle des rechteckigen Potentialverlaufs
sehr einfach zu treffen ist. Wir definieren ihn da-
durch, daB fiir ihn die Amplitude der Welle im
Innern gleich der Amplitude im Auflern wird, so
daf
7 — 4 ’
Ka= > - (24)
Fiir eine Welle k lautet die Anschluflbedingung
fiir r = a genau wie im Falle des reellen Zustan-
des, (20a), und es ergibt sich in derselben Weise
wie dort jetzt fiir o, die streng giiltige Formel
(22). Entwickelt man aber jetzt P von der Stelle
K’ des nunmehr virtuellen Zustandes aus, so er-

hilt man (vgl. Abb.3) aus K2 = K2 + k2 —x2:
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2 L2
Ka:K’a(l—{—llL * )

2 K T
k2
2

1 2 02\ 42
+.:C(k —A)(l +..0y

tg Ka =tg (g——{—%(kg—zg)(ﬁ—}—...)

L 14
und also
_ Ka Los = »
_t—giKﬁa__.——é(k —ﬁ)a ‘+‘...

Dies in (22) eingesetzt ergibt niherungsweise:

5 ~ 16mwa®(l— (x@)?) -
* T (ka)®— & a)®)? + 4 (k a)?
EM |
47wn? nt ¢
=M N (E .E)? g
T\ 2] T

wahrend nach Bethe die Formel lauten sollte:

4ma*(l—=xa)

N T
. EM
4xn? PV g2
B S S

Nach der richtigen Formel (25) ergibt sich ins-
besondere bei gegebenem E, ein ganz anderer
Grenzwert von o, fiir k=0 als nach Bethe,
néamlich

. 47 4 .
kll_l)lloov = ;{2 W (1 —_— (ﬁ a) ) (26)
an Stelle von
. 47
kh_IPO(Gv)Bethe = (1—=xa). (264a)

Da x a wesentlich kleiner als 1 ist, und auBerdem
in (26) im Zéihler noch zusitzlich der Faktor 4
steht, so bendstigt man fiir den virtuellen 1S-Zu-
stand eine wesentlich grofere Energie, um den
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beobachteten Grenzwert zu erhalten, als dies nach
(26a) der Fall wire.

Nimmt man als Wirkungsweite denselben
Wert wie beim exponentiellen Potentialverlauf,
a =2,18-10—24, an, so ergeben sich nach (20),
(23), (26) und mit lim ¢ = 20.6-10—24 cm?2 folgende
Werte:

(4,), = 31,6, MeV;  lim 0, = 4,78 10~ *cm?;
k—>0

(Ag), = 20,0 MeV, wenn der 1S-Zustand vir-
tuell ist; virtuelles Niveau bei E_ = 1,49 MeV;
(Ag), =235 MeV, wenn der 1S-Zustand reell

?zp
N\
\)
\
S5 \\\
& \\
5 \\
o AN
\Q\
Tk
5 .
EMN]—= ool o,
w
S SSSSIR8S8RY % §] (8
q 92 43 a9 495 q7 98 99
q-2ka - % 8 —

Abb. 4. Streuquerschnitt fiir rechteckigen Potential-
ansatz. Ausgezogene Kurve fiir den virtuellen, gestri-
chelte fiir den reellen 1S-Zustand.

ist. Seine Bindungsenergie wire dann 0,094 MeV.

Das Verhiltnis der Triplett- zur Singlettkraft
ergibt sich also hier, wenn der virtuelle Zustand
angenommen wird, nahe wie 3:2.

In Abb. 4 ist noch der nach (23), (25) und
(6) mit den angegebenen Werten fiir ¢ und lime
fiir den virtuellen (ausgezogene Kurve) und den
reellen 1S-Zustand (gestrichelte Kurve) berechnete
Verlauf eingezeichnet. Er stimmt fiir die MeB-
punkte bei den kleinsten Energien noch etwas bes-
ser als der fiir exponentiellen Potentialverlauf be-
rechnete, liefert aber fiir grofere Energien deutlich
zu grofle Werte. Doch werden sich in diesem Ge-
biet die in (23) und (25) enthaltenen Vernachlissi-
gungen bemerkbar machen.

Hrn. S. Flii g ge danke ich fiir zahlreiche wert-
volle Diskussionen und Hinweise.



